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あらまし Koopman作用素論に基づく非線形力学系の次元縮約法と，その非線形リズム現象への応用について紹介す
る．近年注目されている Koopman作用素論に基づき，力学系の観測量の時間発展を記述する Koopman作用素の固有
関数を用いた座標変換によって，系の大域的な線形化と次元削減を系統的に行うことができることを述べ，古典的な
非線形振動子に対する位相縮約理論がその典型であり，これが自然な形で位相-振幅縮約理論に拡張されることを説明
する．応用として非線形振動子の注入同期の最適化などの解析例を示す．
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and applications to nonlinear rhythms
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Abstract A method of dimensionality reduction for nonlinear dynamical systems via the Koopman operator theory and its
application to nonlinear rhythmic phenomena are discussed. Coordinate transformation using eigenfunctions of the Koopman
operator, which describe the time evolution of observables of dynamical systems, facilitates systematic global linearization and
dimensionality reduction of the system. It is shown that the classical phase reduction theory for nonlinear oscillators can be
considered a typical example of such dimensionality reduction and it can further be extended to phase-amplitude reduction. As
an application, optimal injection locking of nonlinear oscillators will be analyzed.
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1. ま え が き

近年，Koopman作用素に基づく力学系の解析に興味がもたれ
ている．Koopman作用素は力学系の観測量の時間発展を記述す
る作用素であり，1920-30年代の量子力学の発展に触発されて
Koopman [1]が古典ハミルトン系の観測量に関して導入したも
ので，その後すぐに von Neumannによって詳しく議論されてい
た [2]．従来は主にハミルトン力学系等に関する数理的な解析の
中で主に議論されてきていたが [3]，今世紀によって Mezić ら
によって散逸力学系に対して議論が拡張されたことによって適
用可能な対象が著しく拡大し，応用数学や制御理論等の分野を
中心に盛んに研究されるようになった [4]～[7]．さらに，流体
力学分野で新たな時空間モード解析手法として提案されていた

動的モード分解 (Dynamic mode decomposition, DMD)との関係
が明らかにされたことにより [8], [9]，非常に幅広い分野から注
目を集めるようになっている．国内では早い時期から薄 [10]が
Mezićらと先駆的な共同研究を開始しており，ごく最近，この分
野の第一人者である Mauroy,薄, Mezićらにより，Koopman作
用素の応用に関する様々な結果を取りまとめた書籍が Springer
より出版されている [12]．
本講演では，特に Koopman作用素を用いた非線形力学系の

大域線形化と次元縮約の典型例とみなすことのできる，非線形
振動子の古典的な位相縮約理論 [13]～[16] について概説する．
Koopman作用素論の観点により，振動子の位相だけでなく，周
期軌道からの距離 (振幅)についても一貫した見方が導入される
ことを述べ，注入同期 [17]の最適化などへの応用例を示す．
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2. Koopman作用素

Koopman作用素は，力学系の状態変数そのものではなく，そ
の観測量の時間発展を記述する [4]～[7], [10]．N 次元の常微分
方程式で記述される連続時間力学系を

dx
dt
= F(x) (1)

としよう．ここで，x(t) ∈ RN は時刻 t における系の状態で，
F : RN → RN は滑らかなベクトル場である．系のフロー，つ
まり系の状態を時間 τ 発展させる写像 Sτ を

Sτ x(t) = x(t + τ) (2)

とすると，系の観測量，すなわち系の状態 x に対して複素数を
与える関数 g : RN → Cに対して，Koopman作用素 Kτ は

(Kτg)(x) = g(Sτ x) (3)

と定義される．つまり，初期状態 x を τ時間発展させて観測量
gで測定した値が，観測量 gを τ時間発展させた観測量 Kτgに
よって初期状態 x を測定した値と等しくなるような観測量 gの
時間発展を与える．系のフロー Sτ が非線形であっても Kτ が
線形作用素となることは容易にわかる．
特に，Koopman作用素の generator (無限小生成子)は

Ag(x) = lim
τ→+0

Kτg(x) − g(x)
τ

= lim
τ→+0

g(Sτ x) − g(x)
τ

(4)

で定義され，τが十分に小さい時に Sτ x = x + F(x)τ +O(τ2)と
近似でき，また gが x の周りで Taylor展開できると仮定すると

Ag(x) = F(x) · ∇g(x) (5)

と表すことができる．この Aも明らかに線形作用素であり，こ
れを用いて g の連続的な時間発展は

d
dt
g(x) = Ag(x) (6)

と表される．ここで，x ではなく g が時間発展することに注意
されたい．
以下，系 (1)が指数関数的に安定な固定点または周期軌道をア
トラクターとして持つとして，状態 x がその吸引領域内にある
場合を考える．Aは線形作用素なので，その固有値問題を考え
ることは有用である．Koopman固有値を λ,対応する Koopman
固有関数を ϕ(λ) として，固有値方程式は

Aϕ(λ)(x) = λϕ(λ)(x) (7)

である．ここで，固有値 λはアトラクターの線形安定性を特徴
づける系の指数 (固定点の固有値，あるいは周期軌道の Floquet
指数)を含むことが知られており，それらは主要な固有値と呼
ばれる．固有関数も当然観測量であり，

d
dt
ϕ(λ)(x) = Aϕ(λ)(x) = λϕ(λ)(x) (8)

に従って時間発展し，その解は容易に求められる．解析的な観

測量は，主要な固有値に対する Koopman固有関数の冪級数に
よって展開できることが知られているため，一般の観測量の時
間発展も，線形な時間発展によって記述することができる．ま
た，固有値の実部が大きな負の値を持つものは減衰が速い成分
に対応するため，それらを 0と近似してしまうことにより，系
の次元削減を系統的に行うことができる．
このように，Koopman作用素の観点から，力学系 (1)が非線

形であっても，これを無限次元の関数空間にリフトすることに
よって系を線形化し，さらに固有値に基づいて遅いダイナミク
スのみに注目することで，系の次元削減を系統的に行うことが
できる．その一方で，観測量は一般に無限次元の関数空間の要
素となり，その扱いは難しくなる．

3. 位相振幅縮約理論

位相縮約理論は，リミットサイクル振動子の状態を近似的に
その漸近位相のみで表し，簡潔な位相方程式を導く方法で，リ
ミットサイクル振動子の同期現象の解析に大きな役割を果たし
てきた [13]～[16]．近年の Koopman作用素論の発展に伴い，非
線形振動子に対して従来は幾何学的な観点から導入されていた
漸近位相が Koopman作用素の固有関数を用いて定義され，さ
らにこれを拡張してリミットサイクルからの距離を表す (漸近)
振幅も自然に導入された [18]．また，これに基づいて系の位相-
振幅方程式も系統的に導かれた [19], [20]．
力学系 (1)が指数関数的に安定なリミットサイクル χを持ち，
状態 x がその吸引領域内から出発して χ に近づく状況を考え
る．χ の (角)振動数を ω，非ゼロで最も虚軸に近い Floquet指
数を λ とすると，iω と λ は系の主要な固有値となることが知
られており，対応する Koopman固有関数を Ψ, Rとすると

d
dt
Ψ(x) = AΨ(x) = iωΨ(x) (9)

d
dt

R(x) = AR(x) = λR(x) (10)

が成立する．ここで Ψ(x) = eiΦ(x) を満たす Φ(x) = arg Ψ(x)を
考えると，これは任意の吸引領域内の x について

d
dt
Φ(x) = ω (11)

を満たしており，xの時間発展とともに Φ(x)は常に一定の振動
数 ω で増加することが分かる．そのような Φ(x)は振動子の漸
近位相と呼ばれ，従来は幾何学的に定義されていた [13]～[16]．
Φ(x)の等高線はアイソクロン (isochron)と呼ばれる．
一方，R(x)は x が時間発展して χ に漸近するとともに一定

の減衰率 Re λで指数関数的に減衰し，xが χの直上にあるとき
には 0となる．つまり，Rは状態の χからの距離を表す．その
ような振幅も非線形振動子の研究で考えられてきていたが [21]，
これが実部が負の Koopman固有値に対応する Koopman固有関
数として明確に定義されたことになる．Mauroyらは R(x)の等
高線をアイソステイブル (isostable)と名付けた [18]．なお，状
態が N 次元のリミットサイクルは N − 1個の振幅を持つが，こ
こでは系の漸近的なダイナミクスを支配する最も減衰の遅い振
幅のみを考えている．
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位相縮約理論，あるいは位相振幅縮約理論では，リミットサ
イクルを持つ力学系 (1)が，弱い摂動 p(t)を受けて

dx
dt
= F(x) + p (12)

に従う場合を考える．このとき，p(t)が十分に小さければ系の
振動は持続する．非摂動系の漸近位相と振幅 Φ, Rを用いて系の
位相を θ = Φ(x),振幅を r = R(X)と導入すると，最低次近似で

dϕ
dt
= ω + Z(ϕ) · p, dr

dt
= λr + I (ϕ) · p (13)

という形の位相振幅方程式が得られる [19], [20]．ここで Z , I は
それぞれ漸近位相と振幅の摂動に対する感受関数であり，関数
Φと Rのリミットサイクル上での勾配により与えられる．
位相方程式は古くから振動子の同期現象の解析ツールとして
主要な役割を果たしてきた．一方，振幅方程式については，比
較的最近になって Koopman作用素論の観点で振幅という概念
が明示的に定式化されてから使われれるようになっている．振
幅方程式は系の状態のリミットサイクルから外れ具合の解析に
用いることができ，例えば [22]では，振動子の注入同期の問題
において振幅方程式を用いて振幅が抑制されるような入力信号
を求めることにより，従来法よりも強い入力を与えてより速い
同期を達成できることを示している．

4. ま と め

近年の Koopman作用素論の発展により，従来，幾何学的な
立場から議論されていた非線形振動子の漸近位相に新たな観点
が与えられ，また振幅関数が明確に定義され，位相振幅縮約理
論が導かれた．本稿で述べた常微分方程式以外にも，ノイズを
受ける確率的な力学系 [26]，反応拡散系や流体系のような偏微
分方程式で記述される空間的に広がりを持つ系 [23]～[25]，あ
るいは離散時間の有限状態系 [29] などにも，Koopman 作用素
論の枠組みを拡張することが可能であり，また，それらの系が
漸近安定な非線形振動を示すのであれば，位相振幅縮約方程式
を導くことができる．無論，Koopman 固有値や固有関数を求
められる場合は非常に限られるが，機械学習やデータ駆動的
な方法の応用によりこれを解決する様々な研究が実施されて
いる [30], [31]．近年では量子散逸力学系の非線形振動に対する
Koopman作用素論の観点からの位相の定義などについても議論
も進んでおり [27], [28]，今後のさらなる発展が見込まれる．
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