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1. はじめに

　実世界の現象の多くは，流体現象に代表されるように，大きな自由度を持つ．しかし，エネルギーの散逸
がある系では，系を力学系として見たときに，その相空間 (状態空間)の体積は縮小し，系の状態は高次元の
相空間中にある低次元の集合に漸近する．従って，もしうまくそのような低次元の集合を特徴づける良い変
数を見出すことができれば，大自由系であっても少数の変数で近似的に記述できることが期待され，系の解
析や制御に有用だと考えられる．そのような力学系に対する近似的な次元削減法は，一般に縮約理論と呼ば
れ，古くから各種の研究がなされてきている．
　流体系などの偏微分方程式により記述される系に対して古くから知られている次元削減手法の例としては，
Proper Orthogonal Decomposition (POD)が有名である (1, 2)．これは統計学における主成分分析と同様の手法で，
系の状態をエネルギー (𝐿2ノルム)の観点から最も良く近似できるように系のデータから定めた直交関数系を
用いて近似する．この手法はもちろん有用だが，系の状態を直交する線形なモードの重ね合わせとして表す
ため，非線形な現象に対して必ずしも直観的な分解を与えるとは限らない．例えば，カルマン渦列のような
流れ場に適用しても，流れの力学的な特徴を自然な形で捉えているとは言い切れない形状のモードに分解さ
れる．そのため，非線形な力学系の特徴を踏まえた自然な次元削減の方法が模索されてきている．
　本稿では，近年注目されている力学系の Koopman作用素に基づく解析法について，特に次元縮約に関する
観点から概説する．Koopman作用素は，もとは von Neumannによる量子力学の作用素論的な定式化に触発さ
れて，Koopmanが古典 Hamilton力学系に対する作用素論的な定式化を提案したことに由来するものであり，
非常に古い歴史を持つ (3, 4)．従来，Hamilton力学系の数理的な解析において主に議論されていたが (5)，今世
紀になってMezićら (6, 7, 8, 9, 10, 11, 12)により散逸力学系の解析に展開され，さらに，流体力学分野で新たなデー
タ解析法として注目を集めていた動的モード分解法との関係 (13, 14) が明らかにされたことをきっかけに，大
きな注目を集め，応用数学を中心に様々な分野で盛んに研究されてきている．
　 Koopman作用素は，力学系の状態変数そのものではなく，その観測量の時間発展を記述する．そのため，
系の状態が非線形な時間発展方程式に従っていても，観測量の時間発展は線形な方程式で記述される．その
一方で，観測量は無限次元空間の要素となるが，Koopman作用素の主要な固有値に対応する少数個の固有関
数に注目することにより，系統的な近似のもとで系の次元を削減できる場合がある．
　本稿では，まず常微分方程式で記述される力学系に対する Koopman作用素論的な観点からの縮約の枠組み
を述べた後，偏微分方程式に対する Koopman作用素論的なアプローチについて述べる．

2. 常微分方程式で記述される力学系の縮約

2 . 1 例
　 Kaiserらによる簡潔な平面上の力学系の例を考えよう (図 1) (15)．
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ここで，x = (𝑥, 𝑦)は系の状態変数，𝜇 < 0, 𝜆 < 0はパラメータである．右辺のベクトル場をF (x) = (𝜇𝑥, 𝜆(𝑦−𝑥2))
とする．この系は 𝑦の式に 𝑥2 の項が含まれているため非線形である．明らかに原点 (0, 0) は固定点 (平衡点，
不動点)で，その線形安定性を特徴づける原点での Jacobi行列は

𝐽 = 𝐷F (x) | (0,0) =
(
𝜇 0

0 𝜆

)
(2)

となり，その固有値は 𝜇, 𝜆である．𝜇 < 0, 𝜆 < 0なので，原点は線形安定である．
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Fig.1: (左)式 (1)の (𝑥, 𝑦) 平面上のベクトル場．太線は「遅い多様体」．(右)式 (5)の (𝑢, 𝑣) 平面上のベクトル場．

　ここで，以下の線形作用素を考えよう．

𝐴 = F (x) · ∇ = 𝜇𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜆(𝑦 − 𝑥2) 𝜕

𝜕𝑦
(3)

後述するように，この 𝐴は式 (1)の力学系の Koopman作用素の無限小生成作用素 (infinitesimal generator,以下
単に generator)である．この作用素 𝐴は，固有値 𝜇, 𝜆とこれらに対応する固有関数

𝜙𝜇 (𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝜙𝜆 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝜆

𝜆 − 2𝜇
𝑥2 (4)

を持つ．これは，実際に 𝐴を作用させてみれば，𝐴𝜙𝜇 (𝑥, 𝑦) = 𝜇𝜙𝜇 (𝑥, 𝑦), 𝐴𝜙𝜆 (𝑥, 𝑦) = 𝜆𝜙𝜆 (𝑥, 𝑦) が満たされるこ
とからすぐに確認できる．ここで，原点の Jacobi行列の固有値 𝜇, 𝜆が 𝐴の固有値ともなっているが，これは
線形安定な固定点に対して一般に成り立つ性質である．
　さて，𝜙𝜇，𝜙𝜆は (𝑥, 𝑦)に対して実数を与える関数だが，これを (𝑥, 𝑦)から新しい変数 𝑢 = 𝜙𝜇 (𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝜙𝜆 (𝑥, 𝑦)
への変数変換と考えてみる．すると，変換された (𝑢, 𝑣) は

𝑑

𝑑𝑡

©­­­­«
𝑢

𝑣

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝑑𝜙𝜇

𝑑𝑡

𝑑𝜙𝜆
𝑑𝑡

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝜆

𝜆 − 2𝜇
2𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝜇𝑥

𝜆

(
𝑦 − 𝜆

𝜆 − 2𝜇
𝑥2

)ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝜇𝑢

𝜆𝑣

ª®®®®¬
=

©­­­­«
𝜇 0

0 𝜆

ª®®®®¬
©­­­­«
𝑢

𝑣

ª®®®®¬
(5)

という線形な方程式に従う．このように，Koopman固有関数により，元の非線形系が線形系に変換される．
式 (5)はすぐに解くことができ，その解は 𝑢(𝑡) = 𝑢(0)𝑒𝜇𝑡 , 𝑣(𝑡) = 𝑣(0)𝑒𝜆𝑡 という形で与えられる (図 1)．これを
元の (𝑥, 𝑦) に変換すれば式 (1)の解が得られる．
　ここで，固有値 𝜆が 𝜇に比べてずっと小さい (𝜆 ≪ 𝜇 < 0)としよう．すると，変数 𝑣は 𝑢に比べてずっと速
く 0に近づき，その後 𝑢がゆっくりと 0に近づく．元の座標では，変数 𝑥, 𝑦は 𝑣 = 𝜙𝜆 (𝑥, 𝑦) = 0を満たす曲線

𝑦 =
𝜆

𝜆 − 2𝜇
𝑥2

に速やかに近づき，その後，この曲線上を 0に向けてゆっくりと減衰する．このような曲線は系の「遅い多
様体 (slow manifold)」と呼ばれる．今の場合，系自体は 2次元だが，𝜆 ≪ 𝜇 < 0なので，実質的には系はすぐ



に上記の 1次元の曲線上に到達する．そこで，𝜆に対応する速い緩和ダイナミクスを無視すれば，系の次元
を 2から 1に減らす，つまり，縮約することができる．以上の例は，Koopman固有関数を用いることにより，
系を大域的に線形化した上で，速いダイナミクスを落として次元を減らす，という操作が系統的に実行でき
ることを示している．

2 . 2 Koopman作用素とその固有関数
　常微分方程式で表される力学系の Koopman作用素を一般的に考えよう．時刻 𝑡 における系の状態が 𝑁 次元
の実ベクトル x(𝑡) ∈ R𝑁 で表され，常微分方程式

𝑑

𝑑𝑡
x(𝑡) = F (x(𝑡)) (6)

に従って時間発展しているとする．ベクトル場 F は十分に滑らかで解析的であるとする．系の状態を 𝜏 (≥ 0)
時間発展させる写像 (フロー (flow) ,流れ)を 𝑆𝜏 : R𝑁 → R𝑁 とする．すなわち，

x(𝑡 + 𝜏) = 𝑆𝜏x(𝑡) (7)

フローは 𝑆0x = x，および 𝑆𝑡+𝑠x = 𝑆𝑡 (𝑆𝑠x) (𝑡, 𝑠 ≥ 0) を満たす．
　系の状態 xに対してある観測値を与える関数を観測量 (observable)と呼び，これを写像 𝑓 : R𝑁 → Cで表す．
観測量のなす空間を Gとすると，系の Koopman作用素𝑈𝜏 : G → Gは

(𝑈𝜏 𝑓 )(x) = 𝑓 (𝑆𝜏x) (8)

により定義される．ここで x ∈ R𝑁 はある与えられた系の状態である．この式は，xを初期状態として 𝜏時間
発展させた状態 𝑆𝜏xを観測量 𝑓 で観測して得られる値が，観測量 𝑓 を 𝜏時間発展させた𝑈𝜏 𝑓 という観測量で
初期状態 xを観測して得られる値と等しくなるように， 𝑓 の時間発展を決めることを意味する．系の状態と
観測量の時間依存性を陽に書くと，

𝑓𝜏 (x(0)) = (𝑈𝜏 𝑓0) (x(0)) = 𝑓0 (𝑆𝜏x(0)) = 𝑓0 (x(𝜏)) (9)

となり，時刻 0での観測量を 𝑓0とすると，時刻 𝜏での観測量はKoopman作用素𝑈𝜏を用いて 𝑓𝜏 = 𝑈𝜏 𝑓0となり，𝑓𝜏

を用いてx(0)を観測すると，𝑓0を用いてx(𝜏)を観測した場合と同じ値が得られるということを意味している．こ
の状況を図 2に示す．フローの性質から，すぐに𝑈0 𝑓 = 𝑓 ,𝑈𝑡+𝑠 𝑓 = 𝑈𝑡 (𝑈𝑠 𝑓 ),𝑈𝑡 (𝑐1 𝑓1+𝑐2 𝑓2) = 𝑐1 (𝑈𝑡 𝑓1)+𝑐2 (𝑈𝑡 𝑓2)
(𝑐1, 𝑐2 は任意の定数)であることを示すことができ，𝑈𝑡 は半群をなす線形作用素であることが分かる．
　次式で定義される𝑈𝜏 の generatorを考えよう．

𝐴 𝑓 (x) = lim
𝜏→+0

𝑈𝜏 𝑓 (x) − 𝑓 (x)
𝜏

(10)

時刻 𝜏での系の状態 𝑆𝜏xは，𝜏が十分に小さければ，

𝑆𝜏x = x + F (x)𝜏 +𝑂 (𝜏2) (11)

と表せる．さらに観測量 𝑓 が Taylor展開できるとすると，𝑈𝜏 の作用を

𝑈𝜏 𝑓 (x) = 𝑓 (𝑆𝜏x) = 𝑓 (x + F (x)𝜏 +𝑂 (𝜏2)) = 𝑓 (x) + ∇ 𝑓 (x) · F (x)𝜏 +𝑂 (𝜏2) (12)

と表せるので，これを式 (10)に代入すると，𝐴の 𝑓 (x) への作用は

𝐴 𝑓 (x) = F (x) · ∇ 𝑓 (x) (13)

となることが分かる．この 𝐴が前節の式 (3)で導入したものであった．𝐴を用いて，観測量 𝑓 の時間発展は，
𝑑

𝑑𝑡
𝑓𝑡 (x) = 𝐴 𝑓𝑡 (x) = F (x) · ∇ 𝑓𝑡 (x) (14)

と表せる (時刻 𝑡を陽に書いた)．なお，式中の xは時間発展しないことに注意していただきたい．また，𝐴を
用いて Koopman作用素は𝑈𝜏 = 𝑒𝐴𝜏 と表せる．



State

Observable

x(0) x(t) x(2t)

f0

ft

f2t

f0(x(0))

f0(x(t))= ft(x(0))

f0(x(2t)) = f2t (x(0))

Observed	value	of	x(t)	by	f0	at	time 0		=		observed	value	of	x(0)	by	ft	at	time	t
Fig.2: 状態 xの時間発展と観測量 𝑓 の時間発展の関係．

　さて，Koopman作用素𝑈𝜏 は線形なので，𝐴も線形作用素であり，その固有値と固有関数を考えるのは自然
である．固有値を 𝜆，対応する固有関数を 𝜙𝜆 とすると，固有値方程式は

𝐴𝜙𝜆 (x) = 𝜆𝜙𝜆 (x) (15)

となる．これを式 (14)に代入すると，𝜙𝜆 の時間発展は
𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝜆 (x) = 𝐴𝜙𝜆 (x) = 𝜆𝜙𝜆 (x) (16)

となり，積分して 𝜙𝜆,𝑡 (x) = 𝑒𝜆𝑡𝜙𝜆,0 (x)となる (𝑡 依存性を陽に書いた)．よって，𝜙𝜆は𝑈𝜏 の固有値 𝑒𝜆𝑡 の固有
関数でもある．特に，xを 𝐹 (x0) = 0を満たす系の固定点 x0 にとると，𝑆𝜏x0 = x0 なので，𝜆 = 0でない限り
𝜙(x0) = 0となる．
　線形安定な固定点 x0を持つ系では，x0での Jacobi行列の固有値は 𝐴の固有値ともなっており，重要な役割
を果たす (以下，これらを主要な固有値と呼ぶ)．このことは以下のように示せる．固定点を x0として，その
近傍の任意の点 x = x0 + yを考える．ここで yは微小変位を表すベクトルである．𝜙𝜆が固有値 𝜆の Koopman
固有関数であり，𝜙𝜆，F (x) とも x0 の周りに Taylor展開できるとする．

𝜙𝜆 (x) = 𝜙𝜆 (x0 + y) = 𝜙𝜆 (x0) + ∇𝜙𝜆 (x0) · y +𝑂 (y2) (17)

F (x) = F (x0 + y) = F (x0) + 𝐷F (x0)y +𝑂 (y2) (18)

ここで 𝜙𝜆 (x0) = 0, F (x0) = 0である．これらを固有値方程式 (15)に代入すると，最低次では

(𝐷F (x0)y) · (∇𝜙𝜆 (x∗)) = 𝜆(∇𝜙𝜆 (x∗)) · y (19)

という式が得られ，これが任意の yについて成立することから，

𝐷F (x0)T (∇𝜙𝜆 (x∗)) = 𝜆(∇𝜙𝜆 (x∗)) (20)

となる．よって，𝜆は固定点 x0の Jacobi行列 𝐷F (x0)の転置行列の固有値となり，また Koopman固有関数の
勾配ベクトル ∇𝜙𝜆 (x0)はその固有ベクトルとなる．なお，𝐴の形より，𝜙1, 𝜙2が 𝐴の固有値 𝜆1, 𝜆2の固有関数
なら，𝜙1𝜙2 も固有値 𝜆1 + 𝜆2 の固有関数である．

𝐴𝜙1 (x)𝜙2 (x) = (𝜆1 + 𝜆2)𝜙1 (x)𝜙2 (x) (21)

この意味で Koopman固有値と固有関数は無数に存在する．



　ここで，重要な事実として，解析的な観測量は，主要な固有値に対する Koopman固有関数を用いて展開で
きることが知られている (証明は文献 (10) などを参照)．

𝑓 (x) = 𝑓 (x0) +
𝑁∑
𝑛=1

1
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𝑗1=1

· · ·
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𝑐 𝑗1 ,..., 𝑗𝑛𝜙𝜆1
(x) · · · 𝜙𝜆𝑛 (x) (22)

従って，観測量 𝑓 の時間発展は，Koopman作用素𝑈𝑡 = 𝑒𝐴𝑡 を作用させて

(𝑈𝑡 𝑓 ) (x) = 𝑓 (x0) +
𝑁∑
𝑛=1

1

𝑛!

∞∑
𝑗1=1

· · ·
∞∑

𝑗𝑛=1

𝑐 𝑗1 ,..., 𝑗𝑛𝑒
(𝜆1+···+𝜆𝑛)𝑡𝜙𝜆1

(x) · · · 𝜙𝜆𝑛 (x) (23)

となる．ここで，(𝑈𝑡 𝑓 ) (x) = 𝑓 (𝑆𝑡x) は時刻 𝑡 での観測量を表しているので，一般には非線形な系の観測量の
時間発展を線形な演算によって求められることになる．特に， 𝑓 として xの各要素の値をそのまま返す関数
を選べば，xから出発した系の状態の時間発展が得られる．
　前述の例のように，小さな (負で絶対値の大きい)実部を持つ固有値に対応する成分は減衰が速いので，そ
れらを消去することで近似的に次元を減らすことができる．例えば，最も緩和の遅いモードに対応する固有
値を 𝜆1 のみに着目すると，観測量の時間発展は

𝑓 (𝑆𝑡x) = (𝑈𝑡 𝑓 )(x) ≈ 𝑓 (x0) + 𝑐1𝜙𝜆1
(x)𝑒𝜆1𝑡 (24)

と近似され，長時間のダイナミクスが固有値 𝜆1 に対応する成分に支配されることを示している．ここで，
|𝜙𝜆1

(x) |が等しい値となる状態 xの集合はアイソステイブル (isostable) (10, 11, 12)と呼ばれ，これらの状態は互
いに等しいタイミングを保ちつつ一定のレートで x0 に漸近してゆく．

2 . 3 力学系の次元縮約
　 2.1節で述べた Koopman固有関数に基づく次元縮約の手順を一般的に述べよう．𝑁 次元の力学系

𝑑

𝑑𝑡
x(𝑡) = F (x(𝑡)) (25)

が線形安定な固定点 x0 を持ち，その Jacobi行列の固有値 𝜆1, ..., 𝜆𝑁 は全て実部が負とする．これらは系の主
要な Koopman固有値でもあり，対応する Koopman固有関数を 𝜙1, ..., 𝜙𝑁 とする．これらを用いて新しい変数

𝑦𝑛 = 𝜙𝑛 (x) (𝑛 = 1, ..., 𝑁) (26)

を導入すると，それぞれの 𝑦𝑛 は互いに独立に線形な時間発展方程式
𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 =

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑛 (x) =

𝑑x

𝑑𝑡
· ∇𝜙𝑛 (x) = F (x) · ∇𝜙𝑛 (x) = 𝐴𝜙𝑛 (x) = 𝜆𝑛𝑦𝑛 (𝑛 = 1, ..., 𝑁) (27)

に従う．つまり，系は線形化されてそれぞれのモードに分解される．また，系が外力 p(𝑡) を受けており，
𝑑

𝑑𝑡
x(𝑡) = F (x(𝑡)) + p(𝑡) (28)

に従うとすると，変数 𝑦𝑛 = 𝜙𝑛 (x) の従う方程式は
𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 =

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑛 (x) =

𝑑x

𝑑𝑡
· ∇𝜙𝑛 (x) = (F (x) + p) · ∇𝜙𝑛 (x) = 𝜆𝑛𝑦𝑛 +Z (𝑦1, ..., 𝑦𝑁 ) · p (𝑛 = 1, ..., 𝑁) (29)

となる．ここで，Z (𝑦1, ..., 𝑦𝑁 )は，∇𝜙𝑛 (x)を 𝑦1, ..., 𝑦𝑁 の関数として表したものである．ここで，例えば固有
値を途中の 𝑀 番目までのみ考慮し，それよりも減衰の速い変数は最初から 𝑦 𝑗 = 0 ( 𝑗 > 𝑀) と近似すれば，

𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 (𝑡) ≈ 𝜆𝑛𝑦𝑛 (𝑡) +Z (𝑦1, ..., 𝑦𝑀 , 0, ..., 0) · p(𝑡) (𝑛 = 1, ..., 𝑀) (30)

という 𝑀 次元に次元を落とした発展方程式が得られる．このように，Koopman固有関数を用いることによっ
て，系統的に系を次元縮約することができる．



3. 偏微分方程式で記述される力学系への適用

3 . 1 Koopman作用素とその固有関数
　前節では有限次元の常微分方程式で記述される力学系に対する Koopman作用素論的な観点からの次元縮約
について述べた．この議論は，形式的にはそのまま偏微分方程式に拡張できる．以下，文献 (18)に沿ってその
概略を述べる．簡単のため，空間 1次元の偏微分方程式に話を限り，時刻 𝑡の系の状態 (場)が実変数 𝑢(𝑥, 𝑡)で
与えられ，以下の形の式に従うとしよう．

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = F {𝑢(𝑥, 𝑡)} (31)

ここで幅 𝐿 の区間を考えており，𝑥 ∈ [0, 𝐿] は空間座標である．右辺の F は系の発展法則を表し，𝑢(𝑥, 𝑡) と
その偏微分からなるとする．両端 𝑥 = 0, 𝐿 では適切な境界条件 (Dirichlet, Neumannなど) を課す．この系は，
F {𝑢0 (𝑥)} = 0を満たす線形安定な孤立した一様定常解 𝑢0 (𝑥) = 0 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿)を持つと仮定する．もし元の系が
非一様な定常解 𝑢0 (𝑥) をもつ場合には，𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢0 (𝑥)を改めて 𝑢(𝑥, 𝑡)とおく．この一様定常解 𝑢0 の吸引領域
を B で表す．後の例では，拡散方程式

F {𝑢(𝑥, 𝑡)} = 𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2

(32)

および Burgers方程式

F {𝑢(𝑥, 𝑡)} = −𝑢(𝑥, 𝑡) 𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

+ 𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2

(33)

を考察する．
　式 (31)で表される系の Koopman作用を定義しよう．この場合，観測量 𝑓 は場の変数 𝑢に対して複素数 𝑓 [𝑢]
を与える汎関数 𝑓 : B → Cとなり (関数から値への写像なので汎関数と呼ぶことにする)，Koopman作用素は
𝑓 に対して

(𝑈𝜏) 𝑓 [𝑢] = 𝑓 [𝑆𝜏𝑢] (34)

と定義される．前と同様，𝑆𝑡 : B → Bは 𝑆𝑡𝑢(𝑥, 𝑠) = 𝑢(𝑥, 𝑠 + 𝑡)を満たす式 (31)のフローで，𝑈𝑡 𝑓 は観測量 𝑓 を
𝑡 時間発展させたもの，𝑆𝑡𝑢は 𝑢を 𝑡 時間発展させた場の変数を表す．フロー 𝑆𝑡 の性質より 𝑈𝑡 が線形作用素
となることも同様である．𝑈𝑡 の generatorは，以下のように与えられる．

𝐴 𝑓 [𝑢] = lim
𝜏→0

𝑈𝜏 𝑓 [𝑢] − 𝑓 [𝑢]
𝜏

=
∫ 𝐿

0

F {𝑢(𝑥)} 𝛿 𝑓 [𝑢]
𝛿𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 (35)

ここで，𝛿 𝑓 [𝑢]/𝛿𝑢(𝑥)は 𝑓 [𝑢] の 𝑢(𝑥)による汎関数微分で，式 (13)における勾配ベクトルに対応するものであ
る (18)．この 𝐴を用いて Koopman作用素は𝑈𝑡 = exp(𝐴𝑡) と表される．常微分方程式の場合と同様に，

𝐴𝜙𝜆 [𝑢] = 𝜆𝜙𝜆 [𝑢] (36)

を満たす 𝐴の固有汎関数を導入しよう．前と同様，定常解 𝑢0に対しては，𝐴𝜙𝜆 [𝑢0] = 0なので，𝜆 = 0でない
限り 𝜙𝜆 [𝑢0] = 0となる．

3 . 2 線形系の固有汎関数
　特に，系の時間発展が線形な偏微分方程式に従い，線形作用素 Lによって F {𝑢(𝑥, 𝑡)} = L𝑢(𝑥, 𝑡)と表される
場合を考えよう．例えば拡散方程式であれば L = 𝜕2/𝜕𝑥2 である．

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = L𝑢(𝑥, 𝑡) (37)

この L が，実部が負の離散固有値 𝜆1, 𝜆2, ...を持つとして，𝜆に対する固有関数を 𝑞𝜆 (𝑥) とする．

L𝑞𝜆 (𝑥) = 𝜆𝑞𝜆 (𝑥) (38)



また，ふたつの関数 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) の 𝐿2 内積を
∫ 𝐿

0
𝑎(𝑥)𝑏(𝑥)𝑑𝑥 として，L のこの内積に対する随伴作用素を L∗，

固有値 𝜆に対応する固有関数を 𝑤𝜆 (𝑥) とする．

L∗𝑤𝜆 (𝑥) = 𝜆𝑤𝜆 (𝑥) (39)

このとき，𝑢の線形汎関数

𝜙𝜆 [𝑢] =
∫ 𝐿

0

𝑢(𝑥)𝑤𝜆 (𝑥)𝑑𝑥 (40)

は 𝐴の固有値 𝜆の固有汎関数となっている．実際，随伴作用素の定義より，

𝐴𝜙𝜆 [𝑢] =
∫

{L𝑢(𝑥)} 𝛿𝜙𝜆 [𝑢]
𝛿𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫
{L𝑢(𝑥)}𝑤𝜆 (𝑥)𝑑𝑥 =

∫
𝑢(𝑥){L∗𝑤𝜆 (𝑥)}𝑑𝑥 = 𝜆

∫
𝑢(𝑥)𝑤𝜆 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝜆𝜙𝜆 [𝑢] (41)

このように，線形系では L∗の固有関数を用いて Koopman固有汎関数を構成でき，Koopman固有値は Lの固
有値 (主要な固有値)を含む．
　さて，変数 𝑢, 𝑣に対するふたつの偏微分方程式

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = F {𝑢(𝑥, 𝑡)}, 𝜕

𝜕𝑡
𝑣(𝑥, 𝑡) = G{𝑣(𝑥, 𝑡)} (42)

を考えよう．F , G は系のそれぞれの時間発展を表す．それぞれの系のフローを 𝑆𝑡F , 𝑆𝑡G，Koopman作用素を
𝑈𝑡

F , 𝑈𝑡
G，generatorを 𝐴F , 𝐴G とする．このとき，滑らかな写像 𝑣 = Φ(𝑢) で，

Φ(𝑆𝑡F𝑢) = 𝑆𝑡GΦ(𝑢) (43)

となるものが存在するとき，ふたつの系は互いに conjugateであると言われる (18)．この場合，𝜙𝜆 [𝑣] が𝑈𝑡
G の

固有値 𝑒𝜆𝑡 の Koopman固有関数であったとすると，

𝑈𝑡
G𝜙𝜆 [𝑣] = 𝜙𝜆 [𝑆𝑡G𝑣] = 𝜙𝜆 [𝑆𝑡GΦ(𝑢)] = 𝜙𝜆 [Φ{𝑆𝑡F𝑢}] = 𝑈𝑡

F𝜙𝜆 [Φ(𝑢)] = 𝑒𝜆𝑡𝜙𝜆 [𝑣] = 𝑒𝜆𝑡𝜙𝜆 [Φ(𝑢)] (44)

より 𝜙𝜆 [Φ(𝑢)] は 𝑈𝑡
F の固有値 𝑒𝜆𝑡 の Koopman 固有関数となっており，当然，generator 𝐴F，𝐴G に対しても

𝐴F𝜙𝜆 [Φ(𝑢)] = 𝜆𝜙𝜆 [Φ(𝑢)]，𝐴G𝜙𝜆 [𝑣] = 𝜆𝜙𝜆 [𝑣] を満たしている．
　特に，𝑣が式 (37)の形の線形偏微分方程式に従っており，G{𝑣(𝑥, 𝑡)} = L𝑣(𝑥, 𝑡)と表せるならば，式 (40)より
𝜙𝜆 [𝑣] =

∫
𝑣(𝑥)𝑤𝜆 (𝑥)𝑑𝑥 は 𝐴G の固有値 𝜆に対応する Koopman固有関数となるので，これを用いて 𝑣の運動方

程式に共役な 𝑢の運動方程式の generator 𝐴F の Koopman固有関数を 𝜙𝜆 [Φ(𝑢)]と表すことができる．次節の具
体例では，これを用いて拡散方程式と Burgers方程式の Koopman固有関数を議論する．

3 . 3 次元縮約
　偏微分方程式で表される力学系についても，形式的には常微分方程式で表される力学系の場合と同様に，
系を縮約することができる．

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = F {𝑢(𝑥, 𝑡)} (45)

について，線形安定な定常解 𝑢0 の周りで線形化した系
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = L𝑢(𝑥, 𝑡) (46)

の固有値を 𝜆1, 𝜆2, ...とする．𝑢0は線形安定なので，これらの固有値の実部は全て負である．ここで，もとの
式 (45)と線形化した式 (46)が conjugateであることを仮定しよう．すると，式 (45)の Koopman固有値は式 (46)
と等しく，またそれらは Lの固有値 𝜆1, 𝜆2, ...を含む．これらの主要な固有値に対応する Koopman固有汎関数
を 𝜙1, 𝜙2, ...,として，新しい変数を

𝑦𝑛 = 𝜙𝑛 [𝑢] (𝑛 = 1, 2, ...) (47)



により導入すると，
𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 =

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑛 [𝑢] =

∫
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝛿𝜙𝑛 [𝑢]
𝛿𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫
F {𝑢} 𝛿𝜙𝑛 [𝑢]

𝛿𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐴𝜙𝑛 [𝑢] = 𝜆𝑛𝑦𝑛 (48)

より，それぞれの 𝑦𝑛 は互いに独立に線形な時間発展方程式
𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 (𝑡) = 𝜆𝑛𝑦𝑛 (𝑡) (𝑛 = 1, 2, ..., ) (49)

に従い，系は大域的に線形化される．また，系が 𝑡 と 𝑥 に依存する外力 𝑝(𝑥, 𝑦) を受けて
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = F {𝑢(𝑥, 𝑡)} + 𝑝(𝑥, 𝑡) (50)

に従う場合には，
𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 =

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝑛 [𝑢] =

∫
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝛿𝜙𝑛 [𝑢]
𝛿𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫
(F {𝑢} + 𝑝) 𝛿𝜙𝑛 [𝑢]

𝛿𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐴𝜙𝑛 [𝑢] +
∫

𝛿𝜙𝑛 [𝑢]
𝛿𝑢(𝑥) 𝑝𝑑𝑥 (51)

より
𝑑

𝑑𝑡
𝑦𝑛 (𝑡) = 𝜆𝑛𝑦𝑛 (𝑡) +

∫
𝜁 (𝑦1 (𝑡), 𝑦2 (𝑡), ...) 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 (𝑛 = 1, 2, ..., ) (52)

に従う．ここで，𝜁 (𝑦1, 𝑦2, ...) は，式 (51)中の 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥, 𝑡) で評価した汎関数微分 𝛿𝜙𝑛 [𝑢]/𝛿𝑢(𝑥) を 𝑦1, 𝑦2, ...の
関数として表したものである．前と同様，途中の 𝑀 番目までの固有値のみを考慮し，それよりも減衰の速い
変数を最初から 𝑦 𝑗 = 0 ( 𝑗 > 𝑀) と近似することにより，偏微分方程式で記述される系を 𝑀 次元の常微分方程
式に次元縮約することができる．このように，様々な仮定が必要ではあるが，Koopman固有関数を用いるこ
とにより，偏微分方程式で記述される力学系についても系統的に次元縮約を行うことができる．

4. 例 : 拡散方程式と Burgers方程式

　例として，まず区間 [0, 𝐿]上の変数 𝑢(𝑥, 𝑡)に対する拡散方程式を考えよう．両端でNeumann境界条件を課す．
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0 (53)

この系は初期条件で決まる安定な一様定常解

𝑢0 (𝑥) =
1

𝐿

∫ 𝐿

0

𝑢(𝑥 ′, 0)𝑑𝑥 ′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿) (54)

に漸近するが，この 𝑢0 (𝑥) を差し引いた 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢0 (𝑥) を 𝑢(𝑥, 𝑡) と定義しなおすと，この新しい 𝑢(𝑥, 𝑡) はもと
の 𝑢(𝑥, 𝑡) と同じ拡散方程式と境界条件 (53)に従い，かつ 𝑡 → ∞で 𝑢(𝑥, 𝑡) → 0となる．
　 𝐿2 内積に対して L = 𝜕2/𝜕𝑥2 は自己随伴なので，L∗ (= L) の固有値 𝜆𝑛 と固有関数 𝑤𝑛 は，

𝜆𝑛 = −
(𝑛𝜋
𝐿

)2
, 𝑤𝑛 (𝑥) = cos(

√
|𝜆𝑛 |𝑥) = cos

(𝑛𝜋
𝐿
𝑥
)
, (𝑛 = 1, 2, ...) (55)

と求められる．よって，単に 𝑢の Fourier係数

𝜙𝐷
𝑛 [𝑢] =

∫ 𝐿

0

𝑢(𝑥) cos
(𝑛𝜋
𝐿
𝑥
)
𝑑𝑥 (𝑛 = 1, 2, · · · ) (56)

で与えられる 𝑢の汎関数が，式 (53)の generator 𝐴𝐷 の固有値 𝜆𝑛 の Koopman固有関数となる．

𝐴𝐷𝜙
𝐷
𝑛 [𝑢] =

∫
𝑢(𝑥)

{
𝜕2

𝜕𝑥2
cos

(𝑛𝜋
𝐿
𝑥
)}

𝑑𝑥 = −
(𝑛𝜋
𝐿

)2 ∫
𝑢(𝑥) cos

(𝑛𝜋
𝐿
𝑥
)
𝑑𝑥 = 𝜆𝑛𝜙

𝐷
𝑛 [𝑢] (57)

この場合，Koopman固有汎関数を用いて変数 𝑦𝑛 = 𝜙𝐷
𝑛 [𝑢]を導入すると，𝑑𝑦𝑛/𝑑𝑡 = 𝜆𝑛𝑦𝑛に従うが，これは拡散

方程式に従う場の変数の Fourier係数に関する良く知られた方程式そのものである．
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Fig.3: Burgers方程式の時間発展の例．

　次に区間 [0, 𝐿] 上の変数 𝑧(𝑥, 𝑡) が Burgers方程式に従うとしよう．両端において Dirichlet境界条件を課す．

𝜕

𝜕𝑡
𝑧(𝑥, 𝑡) = −𝑧(𝑥, 𝑡) 𝜕

𝜕𝑥
𝑧(𝑥, 𝑡) + 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑧(𝑥, 𝑡), 𝑧(0, 𝑡) = 𝑧(𝐿, 𝑡) = 0 (58)

を課す．図 3に示すように，Burgers方程式の解は，一過性のダイナミクスの後，安定な一様解 𝑧0 (𝑥) = 0に向
けて減衰する．Burgers方程式と拡散方程式は，よく知られた Hopf-Cole変換 (16, 17, 18, 19)

𝑧(𝑥, 𝑡) = −2 𝜕

𝜕𝑥
ln 𝑣(𝑥, 𝑡) = −2 1

𝑣(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑥
𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑐(𝑡) exp

(
−1

2

∫ 𝑥

0

𝑧(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦
)

(59)

によって互いに変形できる．ここで，係数 𝑐(𝑡) は適切に選ぶ必要がある．𝑧(𝑥, 𝑡) が式 (58)を満たせば，𝑣(𝑥, 𝑡)
は拡散方程式と Neumann境界条件

𝜕

𝜕𝑡
𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑣(𝑥, 𝑡), 𝜕𝑣

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0 (60)

を満たし，逆もまた成立する．従って，Hopf-Cole変換は式 (43)の写像 Φを与える．よって，Burgers方程式
の Koopman固有値は拡散方程式のものと一致することが分かり，Koopman固有値と固有汎関数を

𝜆𝑛 = −
(𝑛𝜋
𝐿

)2
, 𝜙𝐵

𝑛 [𝑧] =
∫ 𝐿

0

{
𝑐[𝑧] exp

(
−1

2

∫ 𝑥

0

𝑧(𝑦)𝑑𝑦
)
− 𝑣∞

}
cos

(𝑛𝜋
𝐿
𝑥
)
𝑑𝑥 (𝑛 = 1, 2, · · · ) (61)

と求めることができる．ここで

𝑐[𝑧] =
(∫ 𝐿

0

exp

(
−1

2

∫ 𝑥

0

𝑧(𝑦)𝑑𝑦
)
𝑑𝑥

)−1
(62)

である．Koopman固有汎関数を用いて変数 𝑦𝑛 (𝑡) = 𝜙𝐵
𝑛 [𝑢(𝑥, 𝑡)] を導入すれば，各 𝑦𝑛 はやはり

𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑡

= 𝜆𝑛𝑦𝑛 (63)

に従い，非線形な Burgers方程式の時間発展を線形に時間発展するモードに分解できたことになる．図 4に，
図 3の時間発展する数値解を上記の Koopman固有汎関数に代入して系を観測すると，実際に観測値が指数関
数的な減衰を示し，また理論から予想される正しい固有値が得られることを示す．
　なお，Hopf-Cole変換を用いて Burgers方程式のKoopman固有値と固有汎関数を求められることについては，
Page & Kerswell (16)や Kutzら (17)により以前から指摘されており，Koopman固有汎関数による変換を用いた制
御法についてもWilson & Djouadiなどによって議論されている (19)．
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5. 終わりに

　本稿では，近年注目されている Koopman作用素論的な立場からの力学系の解析や制御に向けたアプローチ
について概説した．Koopman作用素の固有関数を用いた変換により，非線形系であっても線形なモードに分
解し，固有値に基づいて系統的に次元を削減できることを示した．また，その手法が，偏微分方程式に対し
ても形式的には拡張可能なことを述べた．このように，Koopman作用素論的な観点は，大自由度非線形力学
系の解析や制御に対して，新たな観点を与える可能性があり，様々な研究が進められている．また，本稿で
の数理的な扱いは形式的なものに過ぎないが，数学的により厳密な研究も今後進むと思われる．
　さて，応用の観点からすぐに気付く本質的な問題として，Burgers方程式のような特殊な例外を除いて，大
自由度非線形力学系のKoopman固有関数を求めることは著しく困難なことである．これについては，例えば，
定常解近傍での解析に限れば，Koopman固有関数自体は必要なく，よりシンプルに求められる Koopman固有
関数の勾配のみを用いた議論が可能である．また，Koopman固有関数を厳密には得られなくても，何らかの
機械学習的な方法によってこれを近似できれば系の制御等には有効であり，様々な研究が行われている．
　なお，本稿では線形安定な固定点のみを扱ったが，同様の理論を線形安定なリミットサイクル軌道に対し
ても拡張することができる．その場合，最初の固有値は振動の接方向に対応する減衰しない位相モードに対
応し，ふたつ目以降の固有値はリミットサイクルからの離れ具合に対応する振幅モードに対応する．リミッ
トサイクルに対しては古くから位相縮約と呼ばれる次元削減法が確立されていたが，これは Koopman作用素
的な観点からは上述のような外力を受けた非線形振動系の線形化および次元削減法と考えることができ，近
年では位相縮約法を一般化した位相振幅縮約法も定式化されている (11, 20)．特に流体系の振動現象に対するそ
のような次元削減によるアプローチは実用的な観点からも重要だと考えられる (21, 22)．
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